Bool

( = NOR

¦ = NAND
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  =     oder (+)
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   =     und (*)

Trigonometrie
sin(2a) = 2sin(a) * cos(a)

sin(3a) = 3sin(a) – 4sin3(a)

cos(2a) = cos2(a) – sin2(a) = 2cos2(a) – 1 = 1 – 2sin2(a)

cos2(a) + sin2(a) = 1

cos(a-
[image: image3.wmf]2

p

) = sin(a)

sin(a+
[image: image4.wmf]2

p

)= cos(a)

2 cos(
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) * cos(
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sin(a+b) = sin(a) * cos(b) + cos(a) * sin(b)

sin(a-b) = sin(a) * cos(b) - cos(a) * sin(b)

cos(a+b) = cos(a) * cos(b) – sin(a)*sin(b)

cos(a-b) = cos(a) * cos(b) + sin(a)*sin(b)

	Grad
	0°
	30°
	45°
	60°
	90°

	sin
	0
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	cos
	1
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	Bogenmass
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	tan
	0
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Kreis:

A = 
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Umrechnen von Radiant in Grad:

Winkel in Radiant/Pi*180

Fakultät & binominal Koeffizienten

n! = Fakultät = 6! = 
[image: image28.wmf]6
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  (Maple: 5!;)
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 = binominal Koeffizienten = 
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Ist immer 0 falls a über 0 geht!!!
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(Maple: binomial(a, b);)

Logarithmus

(Maple: (with(plots):)

plotten:

logplot = plotten mit logtabelle, loglogplot = plotten mit doppeltlogtab.)

geht nur mit Bereichsangabe x=1..1000 oder x=+y=

rechnen:

log(10)=ln10

log10(10)=log10(10)

ln = loge
Summen
3*Log3 5 + 2*Log3 5 = 5*Log3 5

Potenzen & Wurzeln

Log3 
[image: image36.wmf]4

3

5

= Log3  5
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 =  
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3

* Log 5

Basiswechsel

Log3 5 = 
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Zerlegen von Logarithmen

Log 30 = Log (2 * 15) = Log 2 + Log 15

Log 
[image: image40.wmf]4

3

= Log 3 – Log 4

Sonstiges

Logx 1 = 0   da x0 = 1

Loga x = 5   
[image: image41.wmf]Þ

   aLoga x = a5   
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  x = a5
ax = b  
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  x = 
[image: image44.wmf]a

b

x

x

log

log


Mengen & Relationen:

Relation: 

· Reflexiv : jedes Element steht mit sich selbst in Relation

· Symmetrisch: Falls x zu y in Relation steht so steht y auch zu x in Relation

· Transitiv: Falls x zu y und y zu z in Relation stehen, steht auch x zu  z in Relation

· Äquivalenzrelation: alle obigen drei Fälle.

Bsp. 

· Äquivalenzrelation: x und y sind in der  Klasse ib02

· Symmetrisch und Transitiv: x ist Geschwister von y

· Nur Transitiv: x ist älter, grösser, hübscher... als y

· Reflexiv und Transitiv: x ist gleich alt oder älter als y

Determinate

[image: image425.wmf]a
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Modulo

Trick bei zu grossen Zahlen:

xy mod n kann auch ein beliebiges zwischenresultat (x(r falls r<y) mod n) gerechnet werden und dann weiter mit zwischenresultat*x*x*x*........... dies ergibt das selbe modulare Resultat.

Maple:

(modp(Zahl,Modulo);)

Oder

Zahl mod  zahl;

Modular inverse

(x * y) % z = 1

x ist zu y das Inverse

Maple(


y:= 5681;


z:= 61812;


x:= 1/y mod z;

Mengen & Relationen

Symmetrisch : 
xRy 
[image: image45.wmf]Þ

yRx

Asymmetrisch :
es kann nie gleichzeitig xRy und yRx gelten

Antisymetrisch:
xRy 
[image: image46.wmf]Ù

yRx 
[image: image47.wmf]Þ

x=y

Eine Relation R auf M heisst Ordnungsrelation, wenn R :

Reflexiv, antisymetrisch und transitiv ist

Eine Relation R auf M heisst strikte Ordungsrelation, wenn R:

Asymmetrisch und transitiv ist.

Matrizen & Matrix

Determinate + Inverse:

Wenn die Determinate einer Matrix 0 ist gibt es keine Inverse

Determinante von L * U. Jeweils die Diagonale von links oben nach rechts unten multipliziert.

Die Determinante der Inversen einer Matrix ist = 1/Determinante der original Matrix

(|M| = 2, dann ist |M-1| = 
[image: image48.wmf]2
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)

Wie ist die Determinante falls die Zeilen umgekehrt aufgeführt werden?

|A*|=|A|*(-1)^
[image: image49.wmf]2
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Maple:

Eingeben der Matrix

A:=([[1,2,3],[2,5,3],[1,0,8]])

Finden der Determinante

det(A); / Determinant(A);

Inverse finden:

1/A;

Eingeben und lösen der Matrix:

> with(linalg):
> a:=matrix([[2,2,8/3],[2,8/3,4],[8/3,4,32/5]]);
> b:=vector([exp(2)-1,exp(2)+1, 2*exp(2)-2]);
> linsolve(a,b);
Eigenwerte  & Eigenvektoren

Maple:

A:=Matrix(usw);

eigenvals(A) ; gibt Eigenwerte aus

eval(A); /  eigenvals

3D-Bezeichnungen:



z


y

x

Vektor:

Vector([1,2,3]);

Ev. In Maple eingeben für weitere Optionen:

with(LinearAlgebra):

with(linalg):

Ausrechnen der Matrix mit dem Zielvektor ohne bestimmen der Inversen:

(Geht nur mit linalg)

Linesolve(A,b) oder linsolve(A,b);

wobei A=Matrix

b=Zielvektor

bijektiv: 
Jedes x hat genau 1 y Wert, Surjektiv + Injektiv

Surjektiv: 
jedes y muss erreicht werden

Injektiv: 
jedes x im Definitionsbereich muss benutzbar sein.

Vektoren

Vekor aus zwei Punkten

P1 = (x,y,z)

P2 = (x,y,z)

der  Vektor zwischen den zwei Punkten:
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Betrag eines Vektors:

a = |
[image: image52.wmf]a

| = 
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Addition:
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S-Multiplikation:

(Strecken von Vektoren)
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x * 
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Skalarprodukt:

(zur Berechnung des Zwischenwinkels)
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c = |
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|*|
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|*cos 
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ax*bx + ay*by + az*bz

a * b
= cos (winkel)         
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*arccos


[image: image89.wmf]a

*
[image: image90.wmf]a

=
[image: image91.wmf]a

2 


[image: image92.wmf]a

e

a

a

r

r

=

 (Einheitsvektor in Richtung 
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Vektor oder Kreuzprodukt:
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resp. Betragsmässig
|
[image: image97.wmf]c

| = |
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|*|
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|*sin 
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ax
ay
az
ax
ay

bx
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cx:
ay*bz - by*az

cy:
az*bx - bz*ax

cz:
ax*by - bx*ay

Fläche:
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Das  Spatprodukt:

(Ein „unschöner“ Quader)

Volumen = Grundfläche * Höhe

A = |
[image: image110.wmf]a

x
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h = |
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| * cos 
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oder auch geschrieben:

||
[image: image114.wmf]a

x
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|*
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[] = diese Klammern bedeuten Spatprodukt.

„einfaches“ Berechnen des Spatproduktes:

ax
ay
az
ax
ay

bx
by
bz
bx
by


cx
cy
cz
cx
cy

V=ax*by*cz + ay*bz*cx + az*bx*cy - cx*by*az - xy*bz*ax - cz*bx*ay

Bsp:

Volumen von:
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0+0+0-0-0-4= |-4| 

Volumen = 4

Vom Punkt zur Strecke.

Was ist die Strecke von Punkt1 (3,4,5) zu Punkt2 (7,8,9)?

Vektorsubtraktion – entweder Punkt 1 – Punkt 2 oder umgekehrt die Strecke geht vom Punkt der minus ist und geht zum plus-Punkt.

Also 
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Flächen

Berechnung der Fläche eines beliebigen n-Ecks.

(0/2)
(2/2)


(0/0)
(2/0)

Aufschreiben der Koordinaten in 2 Spalten. 

· Zuunterst und Zuoberst ist der Punkt 1

· Die Punkte werden im Uhrzeigersinn aufgeschrieben

Die Produkte aller x und y von link unten nach rechts oben aufsummieren minus aller Produkte von x und y von links oben nach rechts unten. Das ganze durch 2


x-Koord
y-Koord

Punkt 1
0
0


Punkt 2
0
2


Punkt 3
2
2

Punkt 4
2
0

Punkt 1
0
0

( ( 0 * 0 + 2 * 2 + 2 * 2 + 0 * 0 ) - ( 0 * 2 + 0 * 2 + 2 * 0 + 2 * 0 ) ) / 2 = Fläche 4

Differenzialrechnung

Differenzierung nach x einer Funktion  
lim
y(x+
[image: image124.wmf]x
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Ableitung = Steigung

= Ableitung von x ist 1

Eine Konstante kann herausgenommen werden:

[a*f(x)]’ = a*f ’(x)     /   lim ax = a lim (x)

Summe zweier Funktionen

[f(x) +/- g(x)]’ = f ‘(x) +/- g’(x)

Produkt zweier Funktionen

[f(x) * g(x)]’ = f ’(x) * g(x) + g’(x) * f(x)

Division
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Potenz

(xy)’ = y * xy-1
Kettenregel

[f(g(x))]’     g(x) = z         f(z)’ * g(x)’

(x-1)2 = (x-1)2’ * (x-1)’

= 2x * 1 = 2x
Betrag :
(|x|)’ = sign (x) = 
[image: image129.wmf]x
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Trigonometrie

sin’(x)  = cos(x)

cos’(x) = -sin(x)

tan’(x) = 
[image: image130.wmf])
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cos

1

2

x

 = 1+ tan2(x)

sin’(ax) = a*cos(ax)

cos’(ax) = -a*sin(ax)

Logarithmusableitung :

[loga (x) ]’ = 
[image: image131.wmf])

ln(
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x


[ln (x)]’ = 
[image: image132.wmf]x
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(ln(sin(x)))’ = cot(x)

(ln(cos(x)))’ = -tan(x)

Exponentianlableitung:

(ax)’ = ln(a) * ax
(ex)’ = ex
Arcusfunktionen :
[arccos(x)]’ = 
[image: image133.wmf]2
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[arcsin(x)]’ = 
[image: image134.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image135.wmf]2
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arccos(cos(x))’ = sign(sin(x))

arctan(x)’ = 
[image: image136.wmf]2
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arccot(x)’= 
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 EMBED Equation.3  [image: image138.wmf]2
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Maple :
Diff(term,x) ;

Diff(term, x,y) um zuerst nach x dann nach y abzuleiten

Diff(term, y$2) um zweimal nach y abzuleiten

(Betragsfunktion auch mit Kettenregel : Betrag (äusserer Teil) = sign)

|x2-1| = sign(x2-1) * 2x

Winkel:
Die bei der Ableitung erhaltene Steigung; für x die x-Komponente eingesetzt; das Resultat mit arctan = der Winkel der Steigung zur x-Achse.

Bsp :

y(x) = ax +b / y’(x) = a

y(x) = ax2 + bx +c / y’(x) = 2ax + b

y(x) = 
[image: image139.wmf]x

 / y’(x) = 
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Hyperbolische Funktionen :

(sinh(x))’ = 
[image: image141.wmf]2
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= cosh(x)

(cosh(x))’ = 
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 = sinh(x)

(tanh(x))’ = 
[image: image143.wmf])
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= 1 – tanh2(x)

(coth(x))’ = 
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= 1 – coth2(x)    //Achtung nur für x!=0

Areafunktionen :
(arsinh(x))’ = 
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(arcosh(x))’ = 
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//Achtung x > 1

(artanh(x))’ = 
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//Achtung |x| < 1

(arcoth(x))’ = 
[image: image148.wmf]2
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//Achtung |x| > 1

Implizite Ableitung: f(x,y)=0

f’(x,y) = - 
[image: image149.wmf])
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Mittelwertsatz

f’(x) = 
[image: image150.wmf]a
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Extremwertsatz

Integragtion

(Wichtig: zum Resultat der Integration die Konstante „c“ addieren)

Konstantenregel :

Eine Konstante kann herausgenommen werden.
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Summenregel:

Bei der Integration einer Summe können die einzelnen Summanden einzeln integriert werden.

Die 2 Integrale können nach dem Integrieren einfach addiert werden.

Potenzregel:

xn integriert =  
[image: image154.wmf]1
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Um die Fläche unter einer Kurve zu berechnen, muss das bestimmte Integral (ohne +c) gebildet werden. Dazu nimmt man die Rand-x-werte die die Fläche bestimmen und integriert die Funktion. Dann wird die integrierte Funktion mit eingesetztem 2tem x-Wert minus der mit dem 1ten x-Wert gerechnet.

Wichtig: sollte die Funktion sowohl unter wie auch über dem y=0 verlaufen, so müssen die positiven wie negativen Bereiche separat integriert werden. Danach können die Resultate als Beträge addiert werden.

(Sollte statt die 2te minus die 1te Integration umgekehrt integriert worden sein, so ist das Resultat das selbe aber *-1).

Trigonometrische Funktionen:

cos(x) integriert 
= sin(x) + c

sin(x) integriert
= -cos(x) + c


[image: image155.wmf])
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 integriert
= tan(x) + c

1+tan2(x)
= tan(x) + c

sin(ax)
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cos(ax)
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cot(x)
= ln |sin(x)| + c

tan(x)
= -ln |cos(x)| + c

Spezial     
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Logarithmus:

[image: image161.wmf]x

1

integriert
= ln|x| + c

Exponential:
ax = 
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Arcusfunktonen:
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arctan(x) = x * arctan(x) – ½ ln(1+x2) + c

arccot(x) = x * arccot(x) + ½ ln(1+x2) + c

Hyperbolische Funktionen:
sinh(x) = cosh(x) + c

cosh(x) = sinh(x) + c

tanh(x) = ln(cosh(x)) + c

coth(x) = ln|sinh(x)| + c

Areafunktionen:
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allg. Tangentengleichung:

f ‘ (x0) * (x – x0) + f(x0) = Tangente 

y’(x0)*x + (y(x0) – x0*y’(x0))

Steigung
Verschiebung

allg Normalengleichung:
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Steigung
Verschiebung

Wenn Normale einer Funktion = Tangente sein muss: (möglich wenn sich die Funktion Spiegelt)

Gleichungssystem:

Gleiche Steigung: Tangente f(x0)’ = 1/f(x1)’  Normale

Gleiche Verschiebung: Tangente f(x0)-x0*f(x0)’ = f(x1)-x1*1/f(x1)’ 

---

Tangentialebene:

z-z0 = fx(x0,y0)(x-x0)+fy(x0,y0)(y-y0)

Die 0-Zahlen stellen die Koordinaten des Berührungspunktes der Tangentenebene mit der Funktionsfläche dar. 

Signungsfunktion (sign)

sign(x) = 
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Maple:

Betrag |x| = abs(x);

Faktorisieren:

Für quadratisch gleichungen: factor();

Für einzelne Zahlen: ifactor();

restart;

alle Variablen werden gelöscht.

Kurvendiskussion:

· Definitionsbereich

· Bei Wurzel nur positive

· Symetrien (gerade/ungerade Funktion)

· Gerade Funktion: Spiegelung an der Y-Achse

· Ungerade Funktion: Spiegelung am 0-Punkt

· Nullstellen der orig. Funktion

· Bei Division dort wo Zähler = 0, aber Nenner nicht 0.

· Polstellen (stellen an denen die Funktion ins unendliche (+ od. -) geht). Nur bei 


Divisionen 
[image: image178.wmf]Þ

wo wird der Nenner 0.

· Extremalwertstellen: wo wird y’(x) = 0.

· Bei Division: wo wird der Zähler = 0 und der Nenner ungleich 0.

· Falls y’’(x) an einer Nullstelle von y’(x) positiv ist, ist es ein Minimum sonst ein Maximum (falls y’’(x) negativ).

· Wendepunkte (Stellen an denen y(x) von einer Links- in eine Rechtskurve übergeht oder umgekehrt.

· Dort wo y’’(x) = 0,

· Links/rechtsdrehung wann?????????????????

· Asymptote (X-Achse) (wie wird die Funktion, falls x gegen 
[image: image179.wmf]¥

 resp 
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-

strebt):

· Lim von x 
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 von y’(x) dann = a

· Lim von x 
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 von y(x) – das Resultat von vorhin mal x (-reslim(a) * x) = b

Asymptote = ax+b

Aufteilen von Vektoren: (decompose)
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Volumen:
Pyramide:

- Grundfläche * höhe/3

od.

- Spatprodukt/6

Kegel: (abgeschnitten also mit Grundfläche (r ist auf der Grundfläche))

V = 
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1

* r2 *
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Kegel (Volumen) in der Kugel maximal falls h = 
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Im 3D-Raum

Gerade:

Punkt: (x,y,z) + Vektor 
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Ebene:

Eine Punkt in der Ebene ist:

0-Punkt der Ebene (x,y,z) + Vektor 
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Ebenengleichung





oder auch durch
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 definiert.

Durchstosspunkt der Geraden mit der Ebene:
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oder auch:
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Der Normalenvektor:
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r

steht senkrecht auf jedem Vektor in der Ebene.
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 = P0A x P0B


(P0 ist der 0-Punkt der Ebene)

Die Ebenengleichung durch 
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 ausgedrückt:
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ein Punkt in der Ebene P=(3,2,1)

dann ist die Ebene:

x-2y+3z und muss die mit jedem Punkt eingesetzt das selbe Resultat geben. In diesem Fall:

3-4+3=2

Berechnung des Durchstosspunktes mit der Geraden g: (1-g,1+g,3+3g)

1(1-g)-2(1+g)+3(3+3g)=2

Schnittgerade zweier Ebenen:

E1= 2x + y = 2
E2= 4x - y - 3z = 2

E1
2 + 1       = 2

E2 
4 – 1 - 3  = 2

         - 3 – 3  = 2

dann wird z = 
[image: image207.wmf]l

 gesetzt und der Rest einfach ausgerechnet:

Gerade ist dann = (
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+ 
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Winkelhalbierende Ebenen zweier Ebenen:
Es gibt immer zwei Winkelhalbierende Ebenen

Beide Normalenvektoren auf die Länge 1 kürzen. Dann Addieren für die erste und subtrahieren für die 2. winkelhalbierende Ebene.

Abstand eines Punktes zu einer Geraden: (1/3 Möglichkeiten)

(Funktioniert auch für 2 parallele Geraden, es muss je ein Punkt genommen werden)

Distanz=
[image: image213.wmf]|
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G0 = Punkt auf der Geraden

P = Der Punkt

ng = der Vektor der Geraden

---

Abstand 2er windschiefer Geraden zueinander:

Distanz= 
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  (h und g sind die 2 Geraden)  
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Ellipse

Gleichung:


b
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a =

b =

Fläche der Ellipse:

a*b*
[image: image217.wmf]p


Fläche eines grösstmöchlichen  Rechtecks in der Ellipse:

2*a*b

Anteil der Fläche des Rechtecks  von der Fläche der Ellipse:


[image: image218.wmf]p

2

= 0.636

Kreisgleichung:

x2 + y2 = r2
respektive:

(x-xmittelpunkt)2 + (y-ymittelpunkt)2 = r2
Kugelgleichung (Sphäre):

(x-a)2+(y-b)2+(z-c)2 = r2          (a, b, c sind das x, y, z vom Mittelpunkt)

Zylindergleichung:

[image: image219.png]



Gleichung des Zylinders:


|
[image: image220.wmf]a

r

x MP|2 = |
[image: image221.wmf]a

r

|2 r2           (wobei P immer nur mit (x,y,z) einzusetzen ist)!

Die Gleichung kann auch als Matrix geschrieben werden. Die Matrix muss symmetrisch sein

Gleichung z.B:

5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy + 8xz – 4yz –10x –4y –8z = –
[image: image222.wmf]4

11


die Quadratischen Werte kommen in die Diagonale die Anderen die entsprechenden Stellen.

Wobei die Matrix von oben nach unten sowie von links nach rechts mit x y z zu bezeichnen ist.

Die Einzelwerte also z.b. -10x muss als Vektor addiert werden

=



Verschiebung
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Die erste hier 3x3 Matrix wird aus den Werten mit doppelvariablen gebildet. Die mit x2 oder y2 wird einfach die Zahl entsprechend übernommen. Bei z.B. 8xz wird es in den 2 Positionen mit jeweils der hälfte eingesetzt. 

Der Vektor wird aus den Werten mit nur einer Variablen Gebildet. Hier also –10x –4y – 8z. 

Das = wird mit Dem Wert ohne Variable gebildet wobei er zuerst auf die richtige Seite des = Zeichens gebracht werden muss (+/- Unterscheidung).

(für weitere Interpredationen muss die Matrix noch normiert werden. Die Gleichung muss immer = 1 sein es muss in diesem Fall also alles durch -
[image: image224.wmf]4
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 geteilt werden

Falls man die Matrix zur Gleichung umfunktioniert ist diese gleich 1. (Es muss die Ursprungsmatrix verwendet werden und nicht die zum ausrechnen der Eigenvektoren)

Zylinder

Eigenwerte: einer ist Null / 2 gleich und positiv

Eigenvektor mit dem Eigenwert NULL ist der Vektor der Mittelgeraden 

Die Wurzel des Kehrwertes einer der anderen Eigenwerte ist gleich dem Radius

Kugel

Eigenwerte: 3 gleiche positive   (folglich müssen alle Zahlen in der Diagonalen der Matrix (oder alle Quadratzahlen) gleich sein)

Radius = Wurzel aus dem Kehrwert

Ellipsoid

Eigenwerte: 3 positive

Die 3 Halbachsen sind gleich jeweils der Wurzel des Kehrwertes der EW.

Hyperboloid einschalig

Eigenwerte: 1 ist negativ

Hyperboloid zweischalig

Eigenwerte: 2 sind negativ

Kegel

Eigenwerte: 2 sind gleich.

Einzelner gibt Eigenvektor welcher die Achsenrichtung darstellt.

Doppelkegel

Eigenwerte: 2 sind positiv und gleich und 1 ist negativ

(negativer ergibt Eigenvektor die Achsenrichtung)
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Paraboloid

Eigenwerte:  2 sind negativ und gleich und 1 ist 0

Der Eigenvektor vom EW 0 ist gleich dem Vektor der Mittelachse des Paraboloiden respektive der Normalen der Ebene

Graphen

Kanten = Linien

Ecken = Punkte

Eulerkreis:

Jede Kante hat geraden Grad.

Geschlossener Weg der jede Kante nur einmal durchläuft.

Hamiltongraph:

Anzahl Ecken = Anzahl Kanten

Jeder Punkt wird einmal besucht.

Start = Ende

Brücke:

Einzige Verbindung zu einem Punkt

Anzahl möglicher Verbindungslinien:
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   n = Punkte

Regulärer Binärer Baum:

Anzahl Blätter ( Punkte vom Grad 1)


[image: image227.wmf]2

1

+

n



n = Punkte

Ecken 3. Grad

n-p-1

p = Blätter

Anzahl Kanten:


[image: image228.wmf]2

1

(p+ 3(n-p-1) +2) = n-1

max. Anzahl Ecken (resp. Blätter) auf Niveau k ist 2k
Die min. Höhe eines reg. bin. Baumes mit n Ecken ist log2(n+1) –1
Wobei es bei Höhe (Level) 0 beginnt.

Adjazenzmatrix =  Punkt x Punkt

Inzidenzmatrix = Kante x Punkt

e = 
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Gleichungssystem:

Ein Gleichungssystem hat unendlich viele Lösungen falls:

0 = 0

somit muss nach der Gausselimination die Linke sowie die Rechte Variable gleich 0 sein!!

Gleichungssystem mit Maple:

a:= 3*x + y +5*z = 0;

b….

c…

solve ({a,b,c}, {x,y,z}) ;

oder Gausselimination :

Matrix (in der Matrix als letzter Wert auch den Lösungsvektor)

Solvers – LU Decomposition – Gaussian Elimination

Nullstellenbestimmen mittels Newtonverfahren:

x wählen

Dann

xneu = xalt - 
[image: image230.wmf])
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mittels Iterationsverfahren

x wählen

ein x herausnehmen so dass die Gleichung x = f(x)neu heisst

dann auch xneu = f(xalt)

Komplexe Zahlen

i = i

i2 = -1

i3 = -i

i4 = 1

i5 = i

i* (i konjugiert) = -i

Addition
z1+z2 = (a1+a2)+j(b1+b2)

Multiplikation
z1*z2 = (a1*a2 - b1*b2) + j(a1*b2+a2*b1)

A1*A2 
[image: image231.wmf])

2

1

(

l

l

+

j

e


Division

z1/z2 = im Kartesischen oben und unten mit dem Konjugiert komplexen der unteren Zahl erweitern dann ganz normal

A1/A2 
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Potenz:

z = a+jb = 
[image: image233.wmf]2
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Wurzel:
Maple:

c:= 1-2*I         // komplexe Zahl

fsolve(z^4-c=0, z, complex);             // 4 ist die 4-Wurzel von c.

Umrechnen:
Von Exponentialform in Kartesisch:

Aej
[image: image235.wmf]l

 = A*(cjs)

x = r*cos(
[image: image236.wmf]l

)

y = r*sin(
[image: image237.wmf]l

)

Von Kartesisch in Exponentialform
-4+3j = Aej
[image: image238.wmf]l
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=arctan(
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dann ist A = 
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(im RAD Modus) Falls das Ergebnis negativ dann noch + 
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max = meist im Punkt 0 somit ist 
[image: image248.wmf]l

max = arctan(f ’(0), 
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 ist somit 
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 (0, 
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max)
Maple:
Winkel in Radiant (bei Komplexen Zahlen):

argument(komplexeZahl);

Betrag:

abs(komplexeZahl);

arctan ist arctan in maple

Fixpunkte der Abbildung von f:

Funktion = z setzen; auflösen

Hyperbolische Funktionen:
sinh(x) = ½ (ex - e-x)

cosh(x) = ½ (ex + e-x)

tanh(x) = 
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coth(x) = 
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cosh(-x) = cosh(x)

sinh(-x) = -sinh(x)

tanh(-x) = -tanh(x)

coth(-x)= -coth(x)

sinh(x)+cosh(x) = ex
cosh(x) – sinh(x) = - ex
cosh2(x) + sinh2(x) = cosh(2x)

cosh2(x) - sinh2(x) = 1

2 cosh(a) sinh(a) = ½ (e2a – e-2a) = sinh(2°)

sinh(a+/-b) = sinh(a) cosh(b) +/- cosh(a) sinh(b)

cosh(a+/-b) = cosh(a) cosh(b) +/- sinh(a) sinh(b)

(cosh(a) +/- sinh(b))k = cosh(ka) +/- sinh(kb)

Areafunktionen (Umkehrung des Hyperbolikus)
Maple: arcsinh(x);

arsinh(x) = 
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arcosh(x) = 
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artanh(x) = 
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arcoth(x) = 
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Gruppen

Gruppe falls:

· es gibt ein Neutralelement e

· ein Element verknüpft mit e = das Element

· es gibt ein Inverses innerhalb der Gruppe: Ein Element verknüpft mit einem Anderen ergibt das Neutralelement. 

abelsch = kommutativ = a ° b = b ° a

Z * modulo x ist eine abelsche Gruppe falls x eine Primzahl ist sonst keine Gruppe

Ordnung der Gruppe = Anzahl Elemente in der Gruppe

Zyklische Gruppe = Eine Gruppe die min. 1 Element hat, mit dem sich durch potenzieren alle anderen Gruppenelemente kreieren lassen. 

Zyklische Gruppe = abelsche Gruppe

Untergruppe einer zyklischen Gruppe = zyklische Gruppe

Permutationsgruppe = (Die Zahlen sind so geordnet, dass jede Zahl nur einmal vorkommt)

Die Ordnung einer Permutationsgruppe (alle möglichen Ordnungen) = |Sn| = n!

Eine Verknüpfung von zwei Permutationsgruppen f und g also f ° g = Man schreibt die Permutation von f und g einzeln auf und schreibt bei der Permutation g unter die Zahlen von g die Zahlen von f dort auf wo in der Gruppe f druntergestanden haben. Also unter die gleiche Zahl die aber ziemlich sicher nicht am gleichen Ort steht. Dann wird g durchgestrichen und die Verknüpfung ist fertig.

Homomorphismus: wenn g(x°y) = g(x) ! g(y) für alle x,y in G1

Isomorphismus: wenn auch noch bijektiv

Ring: Falls eine abelsche Gruppe 2 Verknüpfungsvorschriften hat und

· G und die erste Verknüpfungsvorschrift ist abelsch

· Mit der 2. Verknüpfungsvorschrift assoziativ: a*(b*c) = (a*b)*c

· Mit beiden Distributivgesetze: (a+b)*c = ac+bc

---------  = Ring

· Bezüglich der 2. Verknüpfung existiert ein Neutralelement, dann ist es ein Ring mit eins
· Multiplikation ist kommutativ, dann es ein kommutativer Ring
· G*=G ohne das Neutralelement

· (G*, 2. Element) ist eine Gruppe, dann ist es ein Divisions Ring
Ein kommutativer Divisionsring heisst Körper.

Körper:
Bei Gruppen mit Modulo ist es immer ein Körper falls die Gruppe Modulo eine Primzahl ist.

Herausfinden des erzeugenden Elementes:
Das erzeugende Element, ist ein Element, dass bei beliebiger Potenzierung alle anderen Elemente erzeugt. Es kann mehrere geben.

Ring:

Eine Gruppe hat eigentlich eine Verknüpfungsvorschrift.

Ein Ring aber hat zwei.

Betreffend einer Verknüpfungsvorschrift muss es eine kommutative (abelsche) (ist symmetrisch) Gruppe geben.

Die Andere Verknüpfungsvorschrift ist distributiv mit der andern verknüpft. (ist aber nicht unbedingt eine Gruppe)

In einer Spalte oder Reihe, in der 2 Einträge vorhanden sind herauslesen:

Jeweils 2 Sachen mit dem 2.Verknüpfungselement verknüpfen und diese 2 Sachen mit dem 1. Verknüpfungselement. Dann mit Distributivgesetzt abändern:

Also:

+ = 1. Element

* = 2. Element

c*c + d*c = c*(c+d)

dann in der jeweiligen Tabelle herauslesen was das gibt. Dann etwa so

c+c = b*a

dann bei + wieder herauslesen

a = b*a

2 Terme (Kurven) angleichen

Wo ist die Ableitung der beiden Kurven gleich?

Travelling Salesman Problem (TSP)

Minimal aufspannender Baum machen:

Überall die kürzesten Abstände verbinden. Es darf keinen Kreis geben.

Alle eingezeichneten Wege verdoppeln.

Irgendwo anfangen. Alle Punkte abgehen. Es darf kein Punkt zweimal besucht werden. Deshalb wird einfach ein bereits begangener Punkt über eine andere Verbindung besucht. (führt nicht zum kürzesten Weg, dies ist fast unmöglich)

Der Weg vom letzten zum ersten Punkt muss auch eingerechnet werden.

Taylor’scher Satz:
Pn(x):= n-tes Tayler’sches  Polynom

Rn(x) := Restglied oder maximaler Abbruchfehler von Pn(x)

Falls n=unendlich : Taylor’sche Reihe

Falls n=unendlich, x0=0: Mac Laurinsche Reihe

Pn(x):= f(x0)+f’(x0)*(x-x0) + 
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Rn(x):= 
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Rn(x) gibt nur die maximale Abweichung bei diesem Glied an.

x0= ein gewählter Punkt im Definitionsbereich der Funktion von dem aus approximiert wird. In der Praxis nimmt man oft 0.

g = ein Wert zwischen x0 und x. In der Praxis nimmt man x.

Maple:

taylor(funktion, x=0(x0), anzahl Polynome +1);

Fliesskommazahlen Standarts:


IEC

IEEE

Gesammtlänge:
32
64

Basis:
2
2

Mantissenlänge:
23
52

Exponent:
8
11

Exp. min.:
-127
-1023

Exp. max.:
128
1024

Karakteristik
127
1023

Nicht vergessen Normalisieren mit 1.101010 aber ohne 1 also nur 101010 sowie Exponent mit Karakteristik verwursteln.

Annäherungsverfahren:
Intervall-Schachtelung:

a ist ein wert kleiner als x b grösser als x.

Falls a+
[image: image261.wmf]2
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grösser als 0 (resp. der gesuchte y-Wert), 

dann ist bneu = obiger Rechnung, sonst ist a = obiger Rechnung

Newton-Verfahren:

pi+1  = pi - 
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Müller-Verfahren

1.) Startwerte p1,p2,p3 festlegen

2.)

a:=
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b:=
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c:=f(p2)

p3:=p2 - 
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3.) Verfahren fortführen mit p1,p2,p3

Zahlensysteme:

In Maple

> convert(7919,binary);
oder umgekehrt

convert(17389, gewünschte basis, 16);

Ergebnis als Liste mit dem niedrigsten wert an erster stelle (also verkehrt)

convert(1.01, decimal, binary);

von binär in dezimal konvertieren

Computerzahlen:

Exponent: emax 2(anzahl bit im exponent)/2     emin 2-(anzahl bit im exponent)/2-1

Flieskommagenauigkeit (Epsilon) = kleinstes auflösbares Element:

Kleinstes Bit, bei Mantisse = 10 also 2-10 (nur kleinstes Bit ist gesetzt)

Präzision:

Zweitletzte Ziffer aber plus die Ziffer vor dem Komma

Mantissenlänge = 10. 210 im Zehnersystem ungefähr 103 also drei Stellen hinter dem Komma. Dann noch plus 1 also vier stellen Präzision.

Kleinste darstellbare Zahl

Exponent min + zweitletztes Bit der Mantisse 

Also

Emin –15 + Mantisse 10 = 2emin * 2-(mantissenlänge-1) also 2-15 * 2-9 = 2-24

Grösste darstellbare Zahl:

Exponent max 216
Begriffe:

Argument: das Argument der Cosinusfunktion z.b. ist bei cos(5x)  = 5x

Absoluter Fehler:

Betrag der Differenz zwischen wahrem und approximiertem Wert.

Relativer Fehler:

Absoluter Fehler (Betrag des wirklichen Wertes - gerechneter Wert) geteilt durch den wahren Wert. Also Fehler in %

Obere Schranke für Fehler:

Man nimmt den grösstmöglichen Fehler und gibt als obere Schranke eine Zahl an, die grösser als der Grösste Fehler ist!

Maplebefehle:
Ploten mit zusammengehängten Teilstücken (Stückweises Ploten):

f:=x -> piecewise(x>=0 and x<1, 5, 1>=1 and x<=4, 5/x, x>4 and x<=5, 5/4)

Files einlesen/ausgeben:

fn:=”c:\\programme\\text.txt”;

fd:= fopen(fn, READ, TEXT)
ausgeben mit WRITE

line:=readline(fd);

String operationen:

text:=”text”;

text:=cat(text,”mehr text”);

text an String anhängen

Tangentialebene :

z-z0=fx(x0,y0)(x-x0)+fy(x0,y0)(y-y0)

wobei z0 =f(x0,y0)

Bedingung für lokales Extrem:

1.) fx=0 und fy=0

2.) 
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=fxx(x0,y0)fyy(x0,y0)-f2xy(x0,y0) > 0

a. 
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>0, fxx(x0,y0)<0 lokales Max.

b. 
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>0, fxx(x0,y0)>0 lokales Min.

c. 
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>0, fxx(x0,y0)=0 Sattelpunkt

d. 
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<0: kein Extremwert

e. 
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=0 keine Aussage möglich

Extremwerte mit Nebenbedingung:

z.B.

f= xy  

Nebenbedingung x+y=20  macht y=20-x

Verfahren 1.)

Funktioniert nur falls sich die Nebenbedingung sauber auflösen lässt.

Nebenbedingung in Funktion einsetzen und Max. bestimmen:

xy = x(20-x) = 20x-x2  

Abgeleitet : 20-2x = 0      

x=10

Verfahren 2.) (Lagrange)
Hauptterm und Nebenbedingung als Funktion =0 ausdrücken.

Bei f(x,y):

F=Hauptterm+
[image: image272.wmf]l

*(Nebenbedingung)

Fx: =0 und nach 
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 auflösen

Fy: =0 und nach einer Variablen auflösen

F
[image: image274.wmf]l

: =0 Variable nach der oben aufgelöst wurde einsetzen.

> solve({fx=0,fy=0,fz=0,fl=0},{x,y,z,l});

> evalf(%);
Implizite Ableitung:

(wird verwendet wenn nicht eindeutig nach einer Variablen aufgelöst werden kann)

x2+xy=0
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so wird bestimmt, wo es horizontal keine Steigung hat. Für vertikal =0 muss die Gleichung umgekehrt werden.  Resp. Ohne umdrehen einfach das unter dem Bruchstrich =0 setzten.

Totales Differential:
(Messfehler)

v=f(x,y,z)

dv = |fx*dx|+|fy*dy|+|fz*dz|

Also die Summe des Betrages der Ableitungen der Zielfunktion nach einer Variablen multipliziert mit deren Messfehler.

Doppelintegral : (Mehrfach Integral)

Zum Ausrechnen einer Fläche:
Im Kartesischen Koordinatensystem:

Zuerst nach der abhängigen Variablen integrieren. Unten steht die untere Funktion und oben die obere Funktion. Die zu integrierende Funktion ist beim suchen nach der Fläche oder Volumen 1; also > Int(Int(Int(1,z=0..Z),y=0..Y),x=0..X);
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Dann nach der freien Variablen ableiten mit der Funktion, die beim ersten Integral das Resultat war.

Im Polar Koordinatensystem:

dA=r*d
[image: image277.wmf]l

*dr

also

int(int(r, r = 0..rmax), t = 0..tmax)) ;

Wobei bei der Integration r meist von 0 bis zu r=... läuft und ist so meist von 
[image: image278.wmf]l

 abhängig, muss also zuerst integriert werden. 

Im Zylinderkoordinatensystem:

Für Körper, die um die z-Achse gedreht werden.
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 läuft immer von 0 bis 2*Pi, da ja einmal herumgedreht wird.

z ist die Höhe und läuft demnach oft von 0 bis zur Kurve

r läuft vom Kurvenanfang bis zum Ende (ist z.T. r=x)

In einer Gleichung y(x) muss noch x:=r; definiert werden

dV= r*dz*dr*d
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Im Kugelkoordinatensystem:

Für runde Objekte, die um die z-Achse gedreht werden.
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 läuft  immer von 0 bis 2*Pi;
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r läuft vom kleinsten abstand bis zum grössten abstand von (0/0).

dV=r2*cos(
[image: image284.wmf]u

)*dr* d
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 *d
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> V:=int(int(int(r^2*cos(ro),r=0..R),ro=-Pi/2..Pi/2),t=0..2*Pi);
x = r*cos(
[image: image287.wmf]l

) * cos(
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)

y = r*sin(
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) *cos(
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)

z = r*sin(
[image: image291.wmf]u

)

(Masse eines Körpers = 
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  wobei 
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= Dichte)

Masse = Dichte * Volumen

Polar Koordinatensystem:

f(r,
[image: image294.wmf]l

) 

Angabe eines Punktes: r*
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  wobei 
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 in Pi ausgedrückt wird kann.
r = 
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= arctan(f ’(0))  / Winkel = arctan vom Wert y der Ableitung an der Stelle x=0;
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Wenn eine Gleichung in Polarkoordinaten ausgedrückt werden soll:

1.) r2 = x2+y2  wobei y die Gleichung selbst ist.

2.) Dann r = Wurzel aus Ergebniss oben

3.) x durch r*cos(
[image: image301.wmf]l

) (und falls vorhanden y durch r*sin(
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)) ersetzen

4.) r durch 1 ersetzen

5.) Alles auf die  gleiche Seite nehmen also gleichung –1.

6.) Zusätzlich noch angeben von wo bis wo 
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 läuft 
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 wobei b = arctan(f ’(0))  / Winkel = arctan vom Wert y der Ableitung an der Stelle x=0;

Maple:

Ploten:

> r:= t ->1+sin(t)*cos(t);
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> plot([r(t),t,t=0..2*Pi],coords=polar);

Zylinder :

with(plots, cylinderplot) ;

cylinderplot(z^2, t=0..2*Pi, z=0..2);

Schwerpunkt:
Schwerpunkt einer Fläche:

Zuerst das Doppel Integral für die Fläche berechnen. Dann noch mal mit folgender Formel
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Also wird zuerst das normale Flächenintegral ausgerechnet. Dann wird 1/Das Resultat als Konstanter Multiplikator verwendet und das gleiche Doppelintegral noch mal berechnet wobei die zu integrierende erste Formel aber nicht 1 sondern x resp. y ist.

Differenzialgleichungen:
Unterscheidung:

· Ordnung

· Welches ist die höchste Ableitung (f’,f’’,...)

· Implizit/Explizit

· Nur explizit, falls nach der Ableitung der höchsten Ordnung aufgelöst

· Linear / nicht Linear

· Linear falls die Funktion genau hoch 1 ist (keine Potenzen/Wurzeln) und nicht f ’(x)*f(x) (Produkt mit einer anderen Ordnung)

· Konstante Koeffizienten /nicht konstante Koeffizienten

· Nicht Konstante Koeffizienten falls eine unabhängige Variable mit der Funktion die davon abhängt multipliziert wird. (x*y=0)

· Homogen: Falls es keine Terme ohne y(x) enthält

Maple:

with(DEtools):

dsolve(term);

Der Term muss wie folgt eingegeben werden:

y’ ist diff(y(x),x);

y ist y(x) ;

------

Bei DGL 1. Ordnung: 

Falls möglich die Variablen Trennen
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dann auf beiden Seiten integrieren wobei y’ zu dy wird!

Also 
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 EMBED Equation.3  [image: image314.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image315.wmf]c
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c nicht vergessen!! Dann nur noch nach y auflösen

Falls vorhanden x einsetzen und mit Resultat das  c auflösen.

Dann schreiben y=..... mit eingesetztem c

Bei allgemeiner Lösung: Feld zeichnen:

> with(DEtools):
> dfieldplot(diff(y(x),x)=y(x)/(2*x-2*sqrt(x)), y(x), x=0..5, y=-5..5);
-------

Substitutionstechnik 1.
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 da y’ = u
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  dann wieder variablen trennen
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  (Achtung u muss ohne Koeffizent dastehen also nicht 2-2*u)
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 dann nach u auflösen und u wieder einsetzten!

---

Substitutionstechnik 2.

y’ = 1+2
[image: image322.wmf]x
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Substitution:

u = 
[image: image323.wmf]x

y

 nach y auflösen:

y = ux ableiten (Achtung es u ist u(x)) also mit Produkteregel)

y’ = u’x + u

dann wird dieses y’ mit dem ursprünglichen y’ gleichgesetzt: (in der Ursprungsgl. Wird die Substitution dabei als u eingesetzt:

1+2u = u’x + u  dann nach u’ auflösen:

u’ = 
[image: image324.wmf]x
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  dann die variablen trennen und nach u resp. x integrieren und nach u auflösen:

u = cx –1 dann rüchsubtituieren und nach y auflösen:

y = cx^2 – x

---

Lineare DGL 1. Ordnung (die nicht = 0 ist) (Variation der Konstanten)

y’-3y=x*e4x 

I.) zuerst alle Terme ohne y abschneiden

y’-3y=0

lösen wie oben

y0=c*e3x    

II.) die Konstante c ersetzen durch K(x)

y=Ke3x
Ableiten mit Produkte-Regel:

y’=K’e3x+3Ke3x
das ist y’ die Rechnung lautet aber y’-3y=0 also y von oben einsetzen ist also

K’e3x+3Ke3x-3*Ke3x = x*e4x (das = kommt von der Ursprungsgleichung)

(Normalerweise streichen sich TeilTerm 2 und 3 gegenseitig weg wie in diesem Fall) also ist:

K’e3x= x*e4x   also ist K’=
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= x*ex
Dies Integrieren, dann ist:

K= (x-1)*ex+c

Wir suchen aber y und y = Ke3x also1

yp = ((x-1)*ex+c)* e3x = ce3x+(x-1)e4x   (Dies ist die Partikuläre Lösung)

III.) Lösen y=y0+yp
c*e3x + ((x-1)*ex+c)* e3x = ce3x+(x-1)e4x  

Dies ist also die Lösung y = ce3x+(x-1)e4x   (Dies ist die Allgemeine Lösung)

(ACHTUNG: Falls c einen Faktor hat ohne x dann = c setzen also: 2*c/x = c/x)!!!!!!!!!!!!!!!!!

Lösen mittels geeignetem Ansatz resp. Koeffizientenvergleich:
Ansätze:

Polynom vom Grad n in x
yp = cnxn + cn-1xn-1 + ... + c1x + c0
Ausdruck min sin(x) und oder cos(x)
yp = Asin(x) + Bcos(x)

(Abgeleitet
y’ = Acos(x) - Bsin(x)  )

Aebx
yp = Cebx  resp. yp = Cxebx  wobei jeweils gilt (b
[image: image326.wmf]¹

-A)

(Abgeleitet
y’ = Cbebx resp. y’ = Cebx + Cxbebx   )

Falls die Störfunktion g1(x) + g2(x)
yp = Ansatz(g1(x)) + Ansatz(g2(x))

Falls die Störfunktion g1(x) * g2(x)
yp = Ansatz(g1(x)) * Ansatz(g2(x))

z.B. y’+2y = 2x2 - 4

I.) zuerst wieder y0 ausrechnen wie oben 

y0 = ce-2x
II.) dann statt c durch K(x) ersetzten wird der y=Ansatz gesetzt (der Ansatz ist für den rechten Teil (den ohne y, y’ usw.))

y = c2x2 + c1x + c0
Ableiten

y’ = 2c2x + c1

Einsetzen in Ursprungsgleichung y’+2y = 2x2 – 4

2c2x + c1 + 2c2x2 + 2c1x + 2c0 = 2x2 – 4

auf der linken Seite so die x, x2 resp x0 ausklammern, dass die Koeffizienten verglichen werden können.

2c2x2 + 2(c2 + c1)x + c1 + 2c0 = 2x2 – 4

dann alle c berechnen:

man sieht sofort, dass c2=1, dann darüber die restlichen berechnen. c1=-1, c0=-3/2 

Dann alle c in die anfangs II.) aufgestellte y Formel y = c2x2 + c1x + c0 eintragen

Dann ist yp = x2 – x – 3/2

III.) dann wieder y = y0 + yp

Maple

Listen im Maple

Length := proc(ll) return nops(ll); end proc:

Last   := proc(ll) return op(-1, ll); end proc:

Append := proc(ll, x) return [op(ll), x]; end proc:

Member := proc(ll, p) return op(p, ll); end proc:

Die Liste in Maple fängt bei der Position 1 an.

Plotten einer Liste

Listplot nimmt jeweils einen Wert der Liste als x den nächsten als y-wert usw.

With(plots, listplot):

Plot1:=listplot(l1);

Plot2:=listplot(l2);

Display([plot1,plot2]);

mit der function map kann auf jede Zahl in einer Liste die gewünschte Funktion angewendet werden: z.B.

l:=[1,4,9];

map(sqrt,l);

eine selbstdefinierte Funktion dazu nicht f:=x-> sondern nur f:= definieren!

Programme:

Programm:=proc(a,b)

return x;

end proc:

Parameter (hier a und b) dürfen nicht verändert werden

for i from 0 by 1 to n do

end do;

i sollte als local definiert sein by gibt die Schrittgrösse an:

if (v=6)

then n:=n-1;

elif (v=5) then n:=n+1;
else n:=n;

end if;
while (n>0) do

end do;

Falls eine grosse Genauigkeit nötig ist, dann irgendwo festlegen:

Digits:=200;

Dies ist global.

Um in einer Funktion etwas auszugeben:

print(„Text“, Variable);

Map Funktion:

Wendet auf eine Liste eine Funktion an und gibt wieder eine Liste zurück

fp := map(cos, xp);

Gibt Maximum einer Liste aus:

max(op(liste));

Besonderes:

Zählen von irgendwas

Count( seq 

Methode der kleinsten Quadrate mit Stütswerten (Leastsquare)

Maple:

Zuerst zwei Listen definieren mit den Stützwerten x und f(x);

with(stats);
> xp := [1.1, 3.2, 4.1, 5.8, 8.9, 10.9]:

fp := [3.1, 9.8, 12.6, 17.9, 27.1, 31.9]:
Dann falls eine Gerade zur Lösung verwendet werden soll.

> fit[leastsquare[[x,y], y=a*x+b, {a,b}]]([xp,fp]);
Falls eine Quadratische Funktion zur Lösung verwendet werden soll:

> fit[leastsquare[[x,y], y=a*x^2+b*x+c, {a,b,c}]]([xp,fp]);
u.s.w

Fehlerabschätzung:

Fehlerschätzung:  Wurzel aus der Summe der Quadrate der einzelnen Abweichungen.

Interpolationspolynome:

Lagrange-Polynom:
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Es gibt ein Polynom weniger als es Stützwerte gibt wobei jedes Polynom mit Ln,k bezeichnet wird n ist die Anzahl Polynome und k ist geht von 0 bis n. L4,3 bedeutet das es 5 Stützwerte also 4 Polynome gibt. Die 3 gibt hier an, dass dieses Polynom für den 3 Stützwert gemacht werden. 

L4,3 
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Maple: Programm zum bilden des ganzen Lagrange Polynoms in Semester 3 Pruef_4/Uebung10/Uebung12

Legendre-Polynom:

L0(x) = 1

L1(x) = x

Ln+1(x) = 
[image: image329.wmf](
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Oder

Ln(x) = 
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Legendre-Reihe

Pn(x) = 
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Tschebischew-Polynom

Pn(x) = 
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Tk(x) = 
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T1(x) = x

T0(x) = 1
Tschebischew Nullstellen

Maple:

> f:=x->x*ln(x);
[image: image337.wmf] := 
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> Tschebischew:=proc(n,a,b)

local k,x;

for k from 1 by 1 to n do

x:=(cos((2*k-1)/(2*n)*Pi));

print(((b-a)*x+a+b)/2);

end do;

end proc;
Aufruf: (wievieltes Polynom, untere Grenze, obere Grenze)

> Tschebischew(4,1,4);
Semester 3 Uebung12

Transformation 1 & 2 

Transformiert den Wertebereich auf den Gültigkeitsbereich der Reihe und zurück:

tr1 = [-1,1] -> [a,b]:

tr1(x) = 
[image: image338.wmf])
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tr2 = [a,b] -> [-1,1]:

tr2(x) = 
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Trigonometrisches Polynom:

Pn(x) = 
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Semestre 4 Ueb_01

Fourier-Reihe:

w(x) = 1

x = 
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Pk(x) = 
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Interpolation mit Fourier Reihe:

sn = 
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k = 0...n

bk = 
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k = 0...n-1

Es gilt: n fest, n<m

Für Interpolation im beliebigen Intervall:

Wie oben aber alle Stützwerte xj = 
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Und in den Formeln oben alle x = tr2(x)

Hilbert – Matrix (Kontinuierliche Methode der kleinsten Quadrate im Intervall [a,b])

Zuerst die Matrix aufstellen, die dem verwendeten Polynom entspricht. Hier ist es ein Polynom vom Grad 2.

Dann den Lösungsvektor definieren (bei Polynom 2. Grades):

dann a, b, f:=x-> definieren und Lösen mit linsolve(matrix, vector)
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Maple:

> m:=matrix([[b-a, (b^2-a^2)/2, (b^3-a^3)/3], [(b^2-a^2)/2, (b^3-a^3)/3, (b^4-a^4)/4], [(b^3-a^3)/3, (b^4-a^4)/4, (b^5-a^5)/5]]);
> v:=vector([int(f(x),x=a..b), int(f(x)*x,x=a..b), int(f(x)*x^2,x=a..b)]);
> linsolve(m,v);
Dann die Resultate im Polynom einsetzen (in diesem Fall als a0, a1, a2);

a0 + a1*x + a2*x2
Lineare Interpolation:

Für f(31.5) = 
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dies ergibt ein delta, daraus den Wert für y bestimmen.

Numerische Angaben

Genauigkeiten: 

Beispiel: Pi:= 3.1415926

10-3: 3,142

Signifikante Stellen z.B. 3:

Runden:

0.383

1.45

346'000.—  (also nicht 345'987.--)

Statistik

Mittelwert der Werte (
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falls n gerade: 
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Der Median gibt den mittleren Wert in einer geordneten Reihe von Werten zurück falls n ungerade sonst den Mittelwert der 2 Werte die in der Mitte stehen

Varianz = 
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Streuung (Standardabweichung) = Wurzel der Varianz

Achtung: Falls der Datensatz eine Stichprobe ist dann gilt für die Gesamtheit:

Varianzstichprobe = 
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Streuung (Standardabweichung) = Wurzel der Varianzstichprobe

Quantile: Hat als Wert noch eine Prozentangabe. Gibt den Wert an,  der p% links der geordneten werte links von sich hat und den Rest rechts. Kann aber von diesem Punkt entweder den Linken den Rechten oder den Mittelwert daraus sein.

Histogramm: gibt einfach an wie viele Werte in gewissen Gebieten liegen. Also z.B. [2,3] fünf usw.

Maple:

with(stats):

with(statplots):

with(describe):

with(plots):

data als liste machen, 

sorteddata := sort(data);

Mittelwert:= mean(data);

Median:= median(data);

Quantile:=quantile[1/10](data);
//nimmt den Wert der noch 


zu den 10% dazu gehört

Variance:=variance(data); 

//keine Stichprobe

Streuung (Standardabweichung):=standarddeviation(data);  
//keine Stichprobe 

histogram(liste); erzeugt ein Histogram. Graphische Darstellung wobei immer einige Werte zusammengefasst werden und angegeben wird wie viele der Werte in diese Gruppe gehören. z.B. 2 Werte zwischen 1 – 2, 4 Werte zwichen 2 – 3 usw.

es können nach liste noch folgende Parameter übergeben werden:

area=x
Gesamtfläche, praktischerweise = Anzahl Elemente

numbars = x
Anzahl Säulen

Wahrscheinlichkeitsmodelle

Benötigt:

1.) 
[image: image359.wmf]W

= Menge der möglichen Ergebnisse (Merkmalsraum)
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 = Kardinalität = anzahl Elemente der Ergebnisse. Falls mehrere 
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 vorhanden einfach die einzelnen Multiplizieren.

Beschreibung des Merkmalraums: 
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Anzahl Elemente in einem Ergebnis

P = Potenzmenge. Alle möglichen Teilmengen von 
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2.) Ereignissystem A: 
-  Teilmenge von 
[image: image365.wmf]W
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Vereinigung
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Durchschnitt

\:
Differenz
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Komplement
alles ohne die Menge X

3.) Wahrscheinlichkeit, W-Mass P

P(A) = 
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Bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(A|B) = Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B = 
[image: image369.wmf])
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(AB) = (A
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Multiplikationssatz:

P(AB) = P(A
[image: image371.wmf]Ù

B) = P(B) * P(A|B) = P(A) * P(B|A)

Verkettungsregel:

P(ABC) = P(A) * P(B|A) * P(C|AB)

Stochastisch Unabhängig:

P(AB) = P(A) * P(B)

Gesamtwahrscheinlichkeit:

Wenn paralelle Pfade zum gleichen Ergebnis führen müssen diese addiert warden.

Zum herausfinden, wie wahrscheinlich das Ergebnis  über den Pfad a erreicht wird, dann muss die Wahrscheinlichkeit des Pfades a durch die Gesamtwahrscheinlichkeit geteilt werden.

----

Permutation einer Menge. {a,b,c} = {a,c,b} immer die gleichen Elemente aber vertauscht

Anzahl von möglichen Permutationen bei verschiedenen Elementen:  n!

Anzahl von möglichen Perm. Bei n verschiedenen im Kreis (runder Tisch): (n-1)!

Anzahl wenn gleiche Elemente enthalten sind (eigentlich keine Menge sondern nur Liste): 
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   z.b. {a,a,b,c,c,c} = 
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Gleiche

Gleiche

=
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Variationen: Aus einer Menge N mit n-Elementen werden alle Variationen mit allen Elementen aus N aber immer nur mit m-Anzahl Elementen gemacht

Bsp. N = {a,b,c} n=3, m=2

{(a,b), (a,c)......}

Für die Formel: Eine Wiederholung ist: (a,a)

Anzahl Variationen ohne Wiederholungen: 
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Anzahl Variationen mit Wiederholungen: nm
Kombination: Wie Variation aber die Tupel sind ungeordnet, das heisst (a,b) und (b,a) wird nur einmal gezählt.

Ohne Wiederholungen: 
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mit Wiederholungen: 
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Zähldichte und Verteilungsfunktion:

Erfolgswahrscheinlickkeit = p    / q = (1-p)

n = Anzahl Versuche

k = Anzahl Erfolge

Bernoulli-Experiment (Es gibt pro Versuch nur 2 Mögliche Ausgänge)

(Binominal-Verteilung)

B(n,p)

Zähldichte = 
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(Formel für Resultat = k)

Verteilungsfunktion für Bernoulli ist das für Diskrete Ergebnisse:
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(Formel für alles kleiner gleich k)
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Likelihood: p = 
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Varianz = n*p*(1-p)

a = n*p
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Hypergeometrische Verteilung (ziehen ohne zurücklegen)

N = Anzahl Elemente insgesamt

K = Anzahl spezielle Elemente

n = Anzahl Ziehungen

k = Anzahl gezogene spezielle Elemente

H(N,K,n)

ACHTUNG!!!!! Je nach Fragestellung noch K von N abziehen beim Resultat!!!

Zähldichte: 
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   (Formel für Resultat = k)

Verteilfunktion:
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(Formel für alles kleiner gleich k)

Likelihood: N = 
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Varianz = 
[image: image387.wmf]1

*

*

*

-

-

-

N

n

N

N

K

N

N

K

n


Poisson-Verteilung: (z.B. Halbwertzeit)


[image: image388.wmf]l

= wahrscheinlichstes Ereignis

k = Anzahl Erfolge

Zähldichte: 
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(Formel für Resultat = k)

Verteilfunktion: 
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(Formel für alles kleiner gleich k)

Kann anstatt Bernoulli verwendet werden, wenn p sehr klein ist und n sehr gross:

Dann ist 
[image: image392.wmf]l

 = n*p

Likelihood: 
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Varianz = 
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Normalverteilung:

Bei a-
[image: image395.wmf]s

 und a+
[image: image396.wmf]s

 sind die Wendepunkte der Kurve

N( Mittelwert(a), Varianz(
[image: image397.wmf]s
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Zähldichte:  f(x) = 
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(Formel für Resultat X = [x+dx])

Verteilfunktion: F(x) = 
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     (Formel für P( X <= x))

Achtung: Da nicht diskret verteilt ist P(X>=10) nicht 1-P(X<=9) sondern 1-P(X<=10)!!
Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert zwischen a und b liegt:

P(a <= X <= b) = F(b) – F(a)

P(X >= x) = 1 – P(X <= x)

P( X <= x) = F(x)

Binomialverteilung durch Normalverteilung berechnet:

b(n,p,k) = f(x) und Binomial-Zähldichte = F(x)  

wobei:

a = n*p
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Dies ist zulässig falls:

n*p*(1 - p) > 9

Aber: Die Grenzen müssen bei der Normalverteilung immer um 0.5 von a weggehen:

Also aus F(60)-F(41) bei a=50 wird F(60.5)-F(40.5)

Allgemein:

Bedingungen für Dichtefunktionen:

- im Bereich muss die Funktion alles Positive Werte aufweisen

- im Bereich muss das Integral über der Funktion = 1 sein

Um aus zwei Wahscheinlichkeitsdichten fx(x) fy(y) eine zu machen: 

Zähldichte: fz(x,y) = fx(x)*fy(y)

Verteilfunktion:  Fz(x,y) = 
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Mittelwert und Varianz aus der Stichprobe:
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Varianz der Stichprobe
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Varianz der Grundgesamtheit

Liklehood:

u:= xm

o:= 
[image: image406.wmf]å

=

-

-

n

i

xm

xi

n

1

2

)

(

1

1


---

Gesucht: Konfidenzintervall für Mittelwert:

P(-c <= T <= c) = gamma
(Student T Verteilung)
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Gesucht: Konfidenzintervall für Varianz

P(c1 <= Z <= c2)  = gamma
(Chi2 Verteilung)

Fchi(c1) = 
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--

Erwartungswert:  (Mittelwert der Gesamten Gleichung)

EV (Erwartungswert Kontinuierlich)

int(x*f(x), x=0..infinity);

EV2 

Int(x2*f(x), x=0..infinity);

ED (Erwartungswert Diskret)

Sum(n*f(n),n=0..infinity oder maximalwert); 

---

Kombination verschiedener Verteilungen:

Kombination der Mittelwerte:
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Kombination der Varianzen:
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Maximum-Liklehood allgemein

(zum Ausrechnen eines Schätzwertes auf eine Messreihe)

f(x1)*f(x2).....

ll:=[];

> ll:=[14,21,20,24,10,16,28,22,16,28];
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> 

> L:=product(p*(1-p)^(op(i,ll)-1),i=1..nops(ll));
[image: image417.wmf] := 
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> L2:=ln(L);
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> L3:=diff(L2,p);
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> solve(L3,p);
oder von Hand: alle Faktoren hoch n. Falls ein Faktor eax dann = 
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Dann den ln draus bilden.

Dann nach der Gesuchten Variablen ableiten

---

Dichtefunktion -> Verteilfunktion:
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F(t) = f(t)

Verschlüsselungs Verfahren:

Cäsar:

Buchstaben um n Stellen verschieben

Mit Schlüsselwort (Vignere (mit Markov Kopplung) variante)

Schlüsselwort bestimmen. Dann Positionen der Buchstaben dieses Wortes im Alphabet bestimmen. Z.B. Schlüsselwort Kater = {11,1,20,5,18} Dann die erste Gruppe des Textes der so lange ist wie das Schlüsselwort um jeweils den zugehörigen Faktor verschlüsseln. Dann bei der nächsten Gruppe wird das Schlüsselwort verändert. Falls der Verschlüsselte Text der ersten Gruppe >=m (mitte Alphabet) ist dann wird dieser Buchstabe des Schlüsselwortes um 1 erhöht. Dann wird wieder verschlüsselt.

Integrale numerisch bestimmen(Übung 5)

Siehe Formelsammlung von Niggli

N berechnen: 

Jeweils die h Formel im Fehlerglied einsetzten und ebenfalls die 2.Ableitung an der Stelle nehmen an der die Grundfunktion maximal ist.

> df2:=eval(diff(f(x),x$2),x=3);
dann n berechnen und aufrunden da fehlerglied < genauigkeit;
A= Fläche des Integrals

u ist jeweils ein Wert zwischen a und b. Aber für ein ausrechnen der genauigkeit sollte u dem x-wert entsprechen an der stelle an der f(x) maximal ist.

Einfaches Quadraturverfahren:
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xk = a + kh, k=1,3,5...2n-1

A = 2h {f(x1)+f(x3)+…+f(x2n-1)} + 
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//alles hinter + ist Fehlerglied

Angabe eines Werten an der Stellen y(x) dann b-a/n dann a+ wievielte stelle +1

Maple Allgemein:

fsolve(gleichung, variable=startwert)
Damit kann ein Startwert angegeben werden, besser 



für nummerische Lösungen
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