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Theoretische Analyse von Spielen

Wahrscheinlichkeit

1. Einführendes Beispiel: Münzenwurf
2. Verallgemeinerung: Wahrscheinlichkeitsfunktion, Erwartungswert
3. Mehrstufige Prozesse

Anwendung auf Spiele

4. Würfelspiele
5. Kartenspiel
6. Andere Spiele
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Wahrscheinlichkeit

1. Einführendes Beispiel:
Münzenwurf

Jeder Wurf einer (oder mehrerer) Münzen 
führt zu einem Ereignis.

Jedes dieser Ereignisse tritt, sofern ideale 
Münzen verwendet werden, mit der gleichen 
Chance (in %) auf.

Anstelle von „Chance“ wird der Begriff 
„Wahrscheinlichkeit“ oder „Probability“, 
abgekürzt P, verwendet. 

P(„Kopf“)=0.5     und      P(„Zahl“)=0.5 
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Wahrscheinlichkeit

2. Verallgemeinerung:
Wahrscheinlichkeitsfunktion, Erwartungswert

Anstelle der verbalen Beschreibungen von Ereignissen werden für die 
Merkmale bzw. Merkmalsausprägungen, meist Zahlen verwendet, sie 
können als Realisationen einer Zufallsvariable betrachtet werden:

X  – Augenzahl beim Wurf eines Würfels
Y  – Augenzahl beim Wurf zweier Würfel
Z  – Ergebnis des Münzenwurfs, z.B. 0 für Kopf und 1 für Zahl 
W – Anzahl der wartenden Kunden vor einem Schalter
usw.

Jedem möglichen Wert xi einer Zufallsvariablen X ist nun 
eine Chance bzw. eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet.
Diese Wahrscheinlichkeit ist eine Zahl zwischen 0 und 1.
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Wahrscheinlichkeit

Anstelle einer Tabelle kann die Wahrscheinlichkeitsfunktion auch als 
Rechenvorschrift (Formel) vorgegeben werden, z.B.:

Die tabellarische Zusammenstellung der Merkmalsausprägungen und 
der zugehörigen Wahrscheinlichkeit ist nicht anderes als die Darstel-
lung einer diskreten Funktion, z.B. für den Würfel: 

Aber: Nicht jede Zuordnung von Zahlen zu den Merkmalsausprä-
gungen stellt eine Wahrscheinlichkeitsfunktion dar!
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W a h r s c h e i n l i c h k e i t

K r i t e r i e n  f ü r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s f u n k t i o n ?

1 .  E i n e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  i s t  n i e  n e g a t i v,  d . h .  P ( X = x )  � 0

2 .  E i n e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  i s t  n i e  g r ö s s e r  a l s  1 ,  d . h .  P ( X = x )  � 1

3 .  D ie  S u m m e  d e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n fü r  a l l e  mög l i chen  Wer te
xi f ü r  d i e  Z u f a l l s v a r i a b l e  X  a u f s u m m i e r t  e r g i b t  1 .

4 .  D a s Ere i gn i s  x  he i ss t  s i c h e r,  w e n n  P ( X = x ) = 1 ,  b z w .  u n mö g l i ch ,  
w e n n  P ( X = x ) = 0
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W a h r s c h e i n l i c h k e i t

D a s  R e c h n e n  m i t  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n :

S i n d  d i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  f ü r  d i e  e i n z e l n e n  W e r t e  x i b e k a n n t ,  
s o  k ö n n e n  a u c h  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  f ü r  z u s a m m e n g e s e t z t e  
E r e i g n i s s e  b e r e c h n e t  w e r d e n :

I l l us t ra t i on :    Wür fe lbe isp ie l ,  X  - A u g e n z a h l

P ( „ X  i s t  g e r a d e “ )  =  P ( X = 2 ) + P ( X = 4 ) + P ( X = 6 )  =  1 / 2

I l lus t ra t ion :    2  m a l i g e s W e r f e n  e i n e r  M ü n z e
P ( K o p f  i m  1 .  W u r f  u n d  Z a h l  i m  2 .  W u r f )  =  ?

K

Z K

Z

Z K

1 . W u r f

2 . W u r f

0 . 5 0 . 5

0 . 50 . 50 . 50 . 5

Wahrscheinlichkeitsbaum:

D i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  f ü r  e i n  b e s t i m m-
tes „ B l a t t “  i s t  g l e i c h  d e m  P r o d u k t  d e r  
e i n z e l n e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  e n t l a n g  
d e s  P f a d e s  v o n  d e r  W u r z e l  b i s  z u  
d iesem B la t t .
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W a h r s c h e i n l i c h k e i t

G e h o r c h t  e i n  Z u f a l l s p r o z e s s  e i n e r  b e-
s t i m m t e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s f u n k t i o n  
( a u c h  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g  
g e n a n n t ) ,  s o  k a n n  a u c h  d e r  M i t t e l w e r t  
v o n  N  D u r c h f ü h r u n g e n  t h e o r e t i s c h  
b e s t i m m t  w e r d e n :

S t o c h a s t i s c h e r  P r o z e s s

Anstoss

Ereignis

Zufalls-
prozess

D i e  N  D u r c h f ü h r u n g e n  w e r d e n  s i c h  t h e o -
r e t i s c h au f  d i e  E re i gn i sse  x 1,  x2,  .  .  .  ,  x n
ver te i l en :  
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W a h r s c h e i n l i c h k e i t

F ü r  e i n e n  W ü r f e l  w e r d e n  s i c h  v o n  t o t a l  N = 6 0  W ü r f e n  d i e  t h e o r e t i s c h  a b s o l u t e n  
H ä u f i g k e i t e n  v o n  j e   6 0 / 6  =  1 0   e r g e b e n .  I n  j e d e m  F a l l  s u m m i e r e n s ich  d ie  a b s o-
lu ten Häu f i gke i t en  zu  N  au f .  

)( 1xXPN =⋅1x

. . .. . .

Absolute
Häufigkeit

Ereignis

2x

nx

)( 2xXPN =⋅

)( nxXPN =⋅

Der  t heo re t i sche  M i t t e lwe r t  e rg ib t  s i ch  zu :
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W a h r s c h e i n l i c h k e i t

I l lus t ra t ion : Wür fe l be i sp i e l ,   X  - A u g e n z a h l

D iese r  t heo re t i sche  M i t t e lwe r t  w i rd  na tü r l i ch  n ie  exak t  e r re i ch t ;  e r s t  w e n n  d i e  Z a h l  
N  d e r  D u r c h f ü h r u n g e n  e x t r e m  g r o s s  w i r d  u n d  g e g e n  u n e n d l i c h  s t r e b t ,  k a n n  d i e  
G l e i c h h e i t  v o n  b e o b a c h t e t e m  u n d  t h e o r e t i s c h e m  W e r t  e r w a r t e t  w e r d en.  Der  t h e o-
re t i sche Wer t  w i rd  desha lb  E r w a r t u n g s w e r t g e n a n n t  u n d  m i t  E (X )  b e z e i c h n e t .
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W a h r s c h e i n l i c h k e i t

E i n  Z u f a l l s p r o z e s s  k a n n  o f t  i n  m e h r e r e  T e i l p r o z e s s e  z e r l e g t  w e r de n .  D i e  B e a r b e i -
t u n g s z e i t z . B .  e i n e s  P r o j e k t s  s e t z t  s i c h  a u s  d e n  Z e i t e n  f ü r  d i e  e i n z e l n e n P r o j e k t -
p h a s e n z u s a m m e n .  D i e  B e a r b e i t u n g s z e i t e n  f ü r  j e d e  P h a s e  k ö n n e n  j e  d u r c h e ine  
Z u f a l l s v a r i a b l e  m i t  e i n e r  e n t s p r e c h e n d e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s f u n k t i on  mode l l i e r t  
bzw .  s imu l i e r t  we rden .

3 .  M e h r s t u f i g e  P r o z e s s e

....

....

....

....

....

1 .  S t u f e

2 .  S t u f e

3 .  S t u f e

m .  S t u f e

„ W a h r s c h e i n l i c h k e i t s b a u m “

A .  D ie  a l l e r  Wah rsche in l i chke i t en  e i ne r
S t u f e  e r g e b e n  z u s a m m e n  1 .

B .  D ie  Wah rsche in l i chke i t  f ü r  das  E re ig -
n i s,  d a s  s i c h  d u r c h  e i n e n  P f a d  v o n  d e r
Wurze l  b i s  zu  e inem B la t t  de f in ie r t ,  e r -
r echne t  s i ch  a l s  P roduk t  a l l e r  Wah r -
sche in l i chke i t en e n t l a n g  d e r  z u g e h ö r i -
g e n  K a n t e n .
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W a h r s c h e i n l i c h k e i t

E i n e  U r n e  e n t h ä l t  3  g r ü n e  u n d  4  r o t e  K u g e l n .  E s  w e r d e n  n a c h e i n a nd e r  3  K u g e l n  ge-
z o g e n ,  o h n e  d a s s  s i e  z u r ü c k g e l e g t  w e r d e n .  W i e  g r o s s  i s t  d i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  
d a s s  1  g r ü n e  u n d  2  r o t e  K u g e l n  g e z o g e n  w e r d e n ?  

I l l us t ra t i on

3g 4r

1g 4r

0g 4r 1g 3r 1g 3r 1g 3r 3g 1r

1 .  S t u f e / Z u g

2g 4r

3 / 7

2 .  S t u f e / Z u g

2g 3r

4 / 6

3 .  S t u f e / Z u g

2g 2r

3 / 5

3g 3r

4 / 7

3g 2r

3 / 6

2g 2r

3 / 5

2g 3r

3 / 6

2g 2r

3 / 5

6 / 3 5 6 / 3 5

G e s u c h t e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t :   1 8 / 3 5

6 / 3 5

Theoret ische Analyse von Spielen

W a h r s c h e i n l i c h k e i t

1 .  E i n f ü h r e n d e s  B e i s p i e l :  M ü n z e n w u r f

2 .  V e r a l l g e m e i n e r u n g :  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s f u n k t i o n ,  E r w a r t u n g s w e rt

3 .  M e h r s t u f i g e  P r o z e s s e

A n w e n d u n g  a u f  S p i e l e

4 .  W ü r f e l s p i e l e

5 .  K a r t e n s p i e l

6 .  A n d e r e  S p i e l e
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A n w e n d u n g  a u f  S p i e l e

4 .  W ü r f e l s p i e l e

Z w e i  W ü r f e l  w e r d e n  m i t e i n a n d e r  g e w o r f e n .  F ü r  e i n e  A u g e n s u m -
m e 10 u n d  11 w e r d e n  F r .  1 0  u n d  f ü r  d i e  A u g e n s u m m e  1 2 wer-
d e n  F r .  2 0  a u s b e z a h l t .  W i e  g r o s s  m u s s  d e r  E i n s a t z  i n  d e n  
üb r igen  Fä l l en  se in ,  wenn  das  Sp ie l  f a i r  se in  so l l ?

D i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  d e r  E i n z e l e r e i g n i s s e :

1/361/361/361/361/361/366

1/361/361/361/361/361/365

1/361/361/361/361/361/364

1/361/361/361/361/361/363

1/361/361/361/361/361/362

1/361/361/361/361/361/361

654321
2. W.

1.W.

D i e  A u g e n s u m m e n  d e r  E i n z e l e r e i g n i s s e :

1211109876

111098765

10987654

9876543

8765432

7654321

654321
2. W.

1.W.
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A n w e n d u n g  a u f  S p i e l e

A n s t e l l e  d e r  A u g e n s u m m e  a l s  Z u f a l l s v a r i a b l e  k a n n  n u n  d i e  n e u e  Z u fa l l s va r i ab le  Z  
der Aus - b z w .  E i n z a h l u n g   m i t  f o l g e n d e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s f u n k t i o n  b e t r ach te t  
w e r d e n :  

1 /364 /363 1 / 3 6pi

+20+10aZ =z i

Ein  Gewinn  von  F r .  10  w i rd  in  v ie r  Fä l len  und  F r .  20  w i rd  in  e ine m  F a l l  a u s b e z a h l t .  
D i e  Wah rsche in l i chke i t  f ü r  j eden  de r  36  E inze l f ä l l e  i s t  g l e i ch  gross :   1 / 36 .

Dami t  das  Sp ie l  f a i r  i s t ,  muss  de r  E rwa r tungswer t  de r  Zu fa l l s va r iab len  Z  g le i ch  0  
se in :

0
36

1
20

36

4
10

36

31
)( =⋅+⋅+⋅= aZE

2
31

60
−≈−=⇒ a
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A n w e n d u n g  a u f  S p i e l e

5 .  K a r t e n s p i e l e

A u s  e i n e m  K a r t e n p a k e t  m i t  3 6  S p i e l k a r t e n  w e r d e n  3  K a r t e n  g e z o g e n.  W ie  g ross  
i s t  d i e  C h a n c e ,  d a s s  d r e i  d e r  v i e r  A s s e  g e z o g e n  w e r d e n ?

4A 32R

3A 32R

2A 32R

1A 32R 2A 31R 2A 31R 3A 30R

3A 31R

2A 31R 3A 30R 3A 30R

3A 31R

4A 29R

4A 30R

4A 31R

3 Asse

4 / 3 6

3 / 3 5

2 / 3 4

1785

1

34

2

35

3

36

4 =⋅⋅=  )Asse" P("3
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A n w e n d u n g  a u f  S p i e l e

6 .  A n d e r e  S p i e l e

G e w i n n p l a n  f ü r

Ple in ( 1  v o l l e  N u m m e r ) 35 f a c h
g e r a d e  N u m m e r 1 f a c h
usw.

B e i m  R o u l e t t e  w i r d  e i n e  K u g e l  i n  e i n e  S c h a l e  g e w o r f e n  u n d  b l e i b t n a c h  d e m  
S t i l l s t and  i n  e i nem de r  von  0  b i s  36  du r chnummer i e r t en  Fe lde r  l i e g e n .  D i e  S p i e -
ler s e t z e n  i m  V o r a u s  a u f  e i n e m  S p i e l t e p p i c h  i h r e n  E i n s a t z .  J e  n a c h  g e s e t z t e m  
Fe ld  w i rd  d i ese r  E insa t z  be i  r i ch t i g  gewäh l t em Fe ld  ode r  Fe lde rko m b i n a t i o n  a l s  
V ie l - f aches a u s b e z a h l t .  
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A n w e n d u n g  a u f  S p i e l e

N e h m e n  w i e  e i n m a l  a n ,  e i n  S p i e l e r  s e t z e  i m m e r  d e n  g l e i c h e n  E i n s atz  e  auf  d ie  
g l e i che  Zah l .  We l chen  Ne t t ogew inn  G  kann  e r  au f  d i e  Daue r  m i t  d i e s e r  
S p i e l s t r a t e g i e  e r w a r t e n ?  

D i e  g e w ä h l t e  Z a h l  s e i  k ,  d i e  z u g e h ö r i g e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  i s t  1/ 37 .  De r  Ne t t o-
gew inn  G i s t  e ine  Zu fa l l sva r iab le :

1 /373 6 / 3 7pi

+ 3 4 e-eG = g i

0
37

2
)3436(

37

1

37

1
)34( <−=+−⋅=⋅+⋅= e

eee
37

36
(-e)  E(G)

Der  E rwar tungswer t  i s t  nega t i v ,  d .h .  au f  d ie  Dauer  ve r l i e r t  d ies e r  Sp ie le r  2 /37  
o d e r  5 . 4 %  s e i n e r  g e t ä t i g t e n  E i n s ä t z e .
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A n w e n d u n g  a u f  S p i e l e

Z u s a m m e n f a s s u n g

- W a h r s c h e i n l i c h k e i t
- E r w a r t u n g s w e r t
- f a i res  Sp ie l
- W a h r s c h e i n l i c h k e i t s f u n k t i o n
- K r i t e r i e n  a n  e i n e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s f u n k t i o n
- W a h r s c h e i n l i c h k e i t s b a u m
- m e h r s t u f i g e r  Z u f a l l s p r o z e s s
- R o u l e t t e


