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Wahrscheinlichkeit ERES——

1. EinfUhrendes Beispiel:
Minzenwurf

Jeder Wurf einer (oder mehrerer) Miinzen
fuhrt zu einem Ereignis.

Jedes dieser Ereignisse tritt, sofern ideale
Minzen verwendet werden, mit der gleichen
Chance (in %) auf.

Anstelle von ,,Chance” wird der Begriff
»~Wahrscheinlichkeit* oder JProbability*,
abgekuirzt P, verwendet.

P(,Kopf)=0.5 und  P(,Zahl*)=0.5
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Wahrscheinlichkeit

2. Verallgemeinerung:
Wahrscheinlichkeitsfunktion, Erwartungswert

Anstelle der verbalen Beschreibungen von Ereignissen werden fir die

Merkmale bzw. Merkmalsauspragungen, meist Zahlen verwendet, sie
kénnen als Realisationen einer Zufallsvariable betrachtet werden:

X — Augenzahl beim Wurf eines Wiirfels

Y — Augenzahl beim Wurf zweier Wiirfel

Z — Ergebnis des Miunzenwurfs, z.B. 0 fur Kopf und 1 fir Zahl
W — Anzahl der wartenden Kunden vor einem Schalter

usw.

Jedem moglichen Wert x; einer Zufallsvariablen X ist nun
eine Chance bzw. eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet.
Diese Wahrscheinlichkeit ist eine Zahl zwischen 0 und 1.
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Wahrscheinlichkeit

Die tabellarische Zusammenstellung der Merkmalsauspragungen und
der zugehdrigen Wahrscheinlichkeit ist nicht anderes als die Darstel-
lung einer diskreten Funktion, z.B. fur den Wirfel:

xi|l|2|3|4|5|6

P(x) | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Anstelle einer Tabelle kann die Wahrscheinlichkeitsfunktion auch als
Rechenvorschrift (Formel) vorgegeben werden, z.B.:

2%

P(X =k) = fiur k=1, 2, 3, ..., n
ngn+1i

Aber: Nicht jede Zuordnung von Zahlen zu den Merkmalsauspré-
gungen stellt eine Wahrscheinlichkeitsfunktion dar!
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Wahrscheinlichkeit

Kriterien far Wahrscheinlichkeitsfunktion?

1. Eine Wahrscheinlichkeit ist nie negativ, d.h. P(X=x) O 0

2. Eine Wahrscheinlichkeit ist nie gréosser als 1, d.h. P(X=x) O 1

3. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten fir alle méglichen Werte
x, fur die Zufallsvariable X aufsummiert ergibt 1.

4. Das Ereignis x heisst sicher, wenn P(X=x)=1, bzw. unmoglich,
wenn P(X=x)=0
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Wahrscheinlichkeit

Das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten:

Sind die Wahrscheinlichkeiten fur die einzelnen Werte x; bekannt,
so kénnen auch Wahrscheinlichkeiten fir zusammengesetzte
Ereignisse berechnet werden:

Illustration: Wdurfelbeispiel, X - Augenzahl

P(,X ist gerade") = P(X=2)+P(X=4)+P(X=6) = 1/2

Illustration: 2 maliges Werfen einer Minze
P(Kopfim 1. Wurf und Zahl im 2. Wurf) = ?

Wahrscheinlichkeitsbaum:

Die Wahrscheinlichkeit fir ein bestimm-
tes ,Blatt“ ist gleich dem Produkt der
einzelnen Wahrscheinlichkeiten entlang
des Pfades von der Wurzel bis zu
diesem Blatt.
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Wahrscheinlichkeit
Gehorcht ein Zufallsprozess einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeitsfunktion Stochastisch P

. ) ) ochastischer Prozess
(auch Wahrscheinlichkeitsverteilung
genannt), so kann auch der Mittelwert
von N Durchfuhrungen theoretisch
i . Anstoss
bestimmt werden:
Die N Durchfohrungen werden sich theo- ﬂ
retisch auf die Ereignisse Xy, X,, . .., X,
verteilen:
Zufalls-
Ereignis Absolute prozess
Haufigkeit
X N XP(X =x;) l
Xn N XP(X = x,)
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Wahrscheinlichkeit

Fur einen Wirfel werden sich von total N=60 Wiurfen die theoretisch absoluten
Haufigkeiten von je 60/6 = 10 ergeben. In jedem Fall summieren sich die abso-

luten Haufigkeiten zu N auf.

Ereignis Absolute
Héaufigkeit
Xy N XP(X =x,)
X2 N XP(X = x,)
X, N XP(X =Xx,)

Der theoretische Mittelwert ergibt sich zu:

x N P(X = %))+ %, AN XP(X = x,))+... +x, {N (X =x,))

N

=X XP(X = Xg) F X, (X = X,) FoHx, XX =X) =X Xp, X, Xp, X Xp,
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Wahrscheinlichkeit

TR T s iR P oW
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Dieser theoretische Mittelwert wird naturlich nie exakt erreicht; erst wenn die Zahl
N der Durchfihrungen extrem gross wird und gegen unendlich strebt, kann die
Gleichheit von beobachtetem und theoretischem Wert erwartet werden. Der theo-
retische Wert wird deshalb Erwartungswert genannt und mit E(X) bezeichnet.

Illustration: Wirfelbeispiel, X - Augenzahl

1 1 1 1 1 1
E(X)=1%—+2X%—+3X—+4 %= +5X—+6 *—
6 6 6 6 6 6

=@+2+3+a+5+6)xt =35
6
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Wahrscheinlichkeit

3. Mehrstufige Prozesse

TRIMr T s di P o=

P

Ein Zufallsprozess kann oft in mehrere Teilprozesse zerlegt werden. Die Bearbei-
tungszeit z.B. eines Projekts setzt sich aus den Zeiten fir die einzelnen Projekt-
phasen zusammen. Die Bearbeitungszeiten fir jede Phase kdnnen je durch eine
Zufallsvariable mit einer entsprechenden Wahrscheinlichkeitsfunktion modelliert

bzw. simuliert werden.

gen Kanten.

+~Wahrscheinlichkeitsbaum®*

1. Stufe
A. Die aller Wahrscheinlichkeiten einer
Stufe ergeben zusammen 1.
2. Stufe
B. Die Wahrscheinlichkeit fur das Ereig-
3. Stufe nis, das sich durch einen Pfad von der
Wurzel bis zu einem Blatt definiert, er-
rechnet sich als Produkt aller Wahr-
m. Stufe scheinlichkeiten entlang der zugehori-

10.11.02 Prof. Dr. H. R. Scharer

Seite 10




e s | F ||

Wahrscheinlichkeit

Illustration

Eine Urne enthélt 3 grine und 4 rote Kugeln. Es werden nacheinander 3 Kugeln ge-
zogen, ohne dass sie zuriickgelegt werden. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,
dass 1 grine und 2 rote Kugeln gezogen werden?

3g 4r
3/7 417 1. Stufe/Zug

— \
29 4r 3g 3r
416 3/6 3/6 2. Stufe/Zug
=~ ~ N
1g 4r 29 3r 29 3r 39 2r
3. Stufe/Zug
3/5
\OgArl\lgSrJllgSr} 2g2r lg3r/l292r 292r/\3g 1r]
(X X ) 000 000
6/35 6/35  6/35
Gesuchte Wahrscheinlichkeit: 18/35
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Anwendung auf Spiele

4. Wirfelspiele

Zwei Wurfel werden miteinander geworfen. Fir eine Augensum-
me 10 und 11 werden Fr. 10 und fur die Augensumme 12 wer-
den Fr. 20 ausbezahlt. Wie gross muss der Einsatz in den
ubrigen Féallen sein, wenn das Spiel fair sein soll?

Die Augensummen der Einzelereignisse: Die Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse:
2. W. 2. W.

LW 102 3 4 5 6 LW 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7 1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
2 3 4 5 6 7 8 2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
3 4 5 6 7 8 9 3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
4 5 6 7 8 9 10 4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 | 1/36
5 6 7 8 9 10 11 5 1/36 1/36 1/36 1/36 | 1/36 1/36
6 7 8 9 10 11 - 6 1/36  1/36 1/36 | 1/36 1/36 -
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Anwendung auf Spiele

Ein Gewinn von Fr. 10 wird in vier Fallen und Fr. 20 wird in einem Fall ausbezahlt.
Die Wahrscheinlichkeit fur jeden der 36 Einzelfalle ist gleich gross: 1/36.

Anstelle der Augensumme als Zufallsvariable kann nun die neue Zufallsvariable Z
der Aus- bzw. Einzahlung mit folgender Wahrscheinlichkeitsfunktion betrachtet
werden:

z=z, | a +10 +20

p; | 31/36 4/36 1/36
Damit das Spiel fair ist, muss der Erwartungswert der Zufallsvariablen Z gleich 0
sein:
31 4 1
E(Z) =a*%—+10 *—+20 *—=0
36 36 36

60
b az=-—»-2
31
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Anwendung auf Spiele !

5. Kartenspiele

Aus einem Kartenpaket mit 36 Spielkarten werden 3 Karten gezogen. Wie gross
ist die Chance, dass drei der vier Asse gezogen werden?

4A 32R
4/36

3A 32R 4A 31R

3/35

2A 32R 3A 31R 3A 31R 4A 30R

2/34

klA SZRJ \ZA 31R} lZA 31R/ \SA SOR} \ZA SlR] LSA SOR/ \SA SOR/ L4A ZQRJ

3 Asse

4 3 2 1
P('3 Asse' ) S—X—X%—=
36 35 34 1785
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Anwendung auf Spiele

6. Andere Spiele

Beim Roulette wird eine Kugel in eine Schale geworfen und bleibt nach dem
Stillstand in einem der von 0 bis 36 durchnummerierten Felder liegen. Die Spie-
ler setzen im Voraus auf einem Spielteppich ihren Einsatz. Je nach gesetztem
Feld wird dieser Einsatz bei richtig gewahltem Feld oder Felderkombination als

Viel-faches ausbezahlt.

Gewinnplan fur

Plein (1 volle Nummer) 35 fach
gerade Nummer 1 fach
usw.
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Anwendung auf Spiele
Nehmen wie einmal an, ein Spieler setze immer den gleichen Einsatz e auf die
gleiche Zahl. Welchen Nettogewinn G kann er auf die Dauer mit dieser
Spielstrategie erwarten?
Die gewdahlte Zahl sei k, die zugehdrige Wahrscheinlichkeit ist 1/37. Der Netto-
gewinn G ist eine Zufallsvariable:
G=g; | -e +34e
p; | 36/37 1/37
36 1 1 -2e
E(G) =(€) *—+(34e)*—=—X-36e+34e)=——<0
37 37 37 37
Der Erwartungswert ist negativ, d.h. auf die Dauer verliert dies er Spieler 2/37
oder 5.4% seiner getatigten Einséatze.
1 M T Pl Ak P o=

Anwendung auf Spiele

Zusammenfassung
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